1.6 Wichtige Verteilungsmodelle
Literatur: Fahrmeir et. al., 2004, 5.3, 6.3.1
Hier nur Binomial- und Normalverteilung. Einige weitere Verteilungsmodelle

direkt dort, wo sie benotigt werden. (Fiir weitere Modelle sei auf die Literatur
verwiesen.)

1.6.1 Binomialverteilung

Def 1.41 Seien n und k natiirliche Zahlen oder 0.

i) nl=n-(n—-1)-(n—2)-...-2-1 (1.6.1)
ol:=1
n! bezeichnet man als ,n Fakultdt.*

|
ii) (Z) = k'(nn——k:)' heiit Binomialkoeffizient.

Anmerkungen:

i) n! gibt die Anzahl aller méglichen Anordnungen von n verschiedenen
Elementen an.

Z ist die Anzahl aller k-elementigen Auswahlen aus n ohne Beriicksichtigung
der Ziehungsreihenfolge.

49
z.B. beim Lotto gibt es (6) verschiedene Ergebnisse (ohne Zusatz-

und Superzahl).

ii) Bei der konkreten Berechnung von Binomialkoeffizienten empfiehlt es
sich haufig, ,, vorher zu kiirzen*:
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Bem

1.42 Das Grundmodell der Binomialverteilung

n unabhéngige Wiederholungen eines Experiments, bei dem ein Ereig-
nis A mit Wahrscheinlichkeit 7 eintritt.

Betrachtet wird die Zufallsvariable X, die die Anzahl der Versuche
zahlt, bei denen A eintritt.

hiufig A: " Treffer”, X: Anzahl der " Treffer”.

Es gilt fiir alle x € {0,1,...,n}

T

P(X =2) = ( " ) (1 — ) (1.6.2)
(und P(X = x) = 0 fur alle anderen x)

X heiBt binomialverteilt; das Wahrscheinlichkeitsmafl aus (1.6.2) heifit
Binomialverteilung. Abkiirzung: X ~ B(n, )

Es gilt fiir binomialverteiltes X

e EX=n-7 (1.6.3)
o VarX=n-m-(1—7m) (1.6.4)

Beispiel 1.43
Risikobereite Slalomfahrer stiirzen mit Wahrscheinlichkeit 10%, vorsichtigere
mit 2%.

a)

b)

Wie grof sind jeweils die Wahrscheinlichkeiten, dass von je 20 Fahrern
mindestens einer stiirzt?

Vergleichen Sie die jeweils durchschnittlich zu erwartende Anzahl von
Stiirzen von je 100 Rennlédufern!
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kleiner Exkurs: Zur Problematik der Argumentation mittels ,,natiirlicher Haufig-
keiten“, wie sie Gigerenzer erfolgreich empfohlen hat. Man wiirde demgeméf

die Wahrscheinlichkeit 7,=0,1 kommunizieren als ,,von 100 stiirzen 10 Rennlaufer®.
Diese Interpretation lauft Gefahr, die betridchtliche Variabilitit zufalliger
Prozesse zu verschleiern. In der Tat ist hier die Wahrscheinlichkeit, dass
genau 10 von 100 Laufern stiirzen,

1
P(X =10) = (1000) -0.1%.0.9% = 0.13,

also lediglich etwa 13%.

Bem 1.44 Zwei weitere Eigenschaften der Binomialverteilung:

e Symmetrieeigenschaft:
(Vertausche Rolle von Treffer und Nichttreffer)

e Summeneigenschaft:
Seien X ~ B(n,m) und Y ~ B(m,7);

Bem 1.45 Tabellierung der Binomialverteilung

Tabelliert ist oft P(X < x)
z.B. Fahrmeier et. al.

=03 | n=11|n=12

x<0]0.0198 | 0.0138
0.1130 | 0.0850
21 0.3127 | 0.2528

) = PX<z)—PX<z-1), zeNp
zBP(X=2) = P(X<2)-PX<1)=
= 0.1997 (=)

(- (121>-0.32-0.72.)

Wegen der Symmetrieeigenschaft gibt es meist nur Tabellen fiir 7 < 0.5.
Fiir groles n verwendet man Approximationen durch die Normalverteilung.
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1.6.2 Normalverteilung

Def 1.46 Definition
Eine stetige Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit den Parametern p und
o2, in Zeichen X ~ N(ju,c?), wenn fiir ihre Dichte gilt:

f(z) = \/% —exp (—%(m — u)2> , € R, (1.6.5)

und standardnormalverteilt, in Zeichen X ~ N(0;1), falls u = 0 und 02 = 1.

Bem. 1.47 (grundlegende Eigenschaften)

a) Die Dichte der Standardnormalverteilung wird oft mit ¢(z) bezeichnet,
also

p(x) = \/127 exp (—%ﬁ) ; (1.6.6)

die zugehorige Verteilungsfunktion / o(u) du mit $(z).

—00

b) ®(x) lasst sich nicht in geschlossener Form durch bekannte Funktionen
beschreiben = numerische Berechnung, Tabellierung.

c¢) pund o? sind genau der Erwartungswert und die Varianz, also, wenn
X ~ N(p,0%), dann

EX =p und VarX =o°.
(Jede Normalverteilung ist durch g und o2 eindeutig bestimmt.)
d) Die Dichte ist symmetrisch um g, d.h.
flu—=z) = flu+z).
Bem 1.48 Grundlegendes zum Rechnen mit Normalverteilungen
o O(—z)=1—P(x) (1.6.7)

o Ist X ~ AN (u,0?), soist die zugehorige standardisierte Zufallsvariable

standardnormalverteilt.
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e ganz wichtig fiir Tabellierung! Es reicht die Standardnormalverteilung
zu tabellieren. Normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert p
und Varianz o? muss man zuerst standardisieren, dann kann man aber
auch die Standardnormalverteilungsfunktionstabelle verwenden.

— s.a. Ubungsaufgaben, hier auch ein Beispiel

Tabelliert sind die Werte der Verteilungsfunktion ®(z) = P(Z < z) fiir z > 0.
Ablesebeispiel: ®(1.75) = 0.9599

Funktionswerte fiir negative Argumente: ®(—z) =1 — ®(z)

Die z-Quantile ergeben sich iiber die Umkehrfunktion.

Beispielsweise ist zg.9599 = 1.75 und zg 9750 = 1.96.
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Wie bestimmt man bei X ~ N (u, 0?) die Wahrscheinlichkeiten P(X <
a) aus der Tabelle?

Prop 1.49 Abgeschlossenheit gegeniiber Linearkombinationen:
Seien X; und X, unabhéngig und X; ~ N (p;,02), i = 1,2. Ferner seien
b, a1, as feste reelle Zahlen. Dann gilt

V) = a1 X1+ b~ N(ajp + b;alo?) (1.6.9)
und

sz = a1X1 + CLQXQ ~ N(alul -+ a2 423 CZ%O'% -+ a%U%) (1610)
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Beispiel 1.50 (Fahrmeir et al.)

e Schultischhéhe: YV~ N(uy,0%), py =113, o =16
Stuhlhohe: X ~ N(ux,0%), ux =283, 0% =25

e optimale Sitzposition: Tisch zwischen 27 und 29 cm hoéher als Stuhl.

o Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewihltes Paar
zueinander gut passt?
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