1.3.4 Koppelung abhingiger Experimente:
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, Markovmodelle

Gerade bei komplexeren Anwendungen ist es meist bedeutend einfacher, be-
dingte (statt unbedingte) Wahrscheinlichkeiten anzugeben.

Beispielsweise kann man versuchen, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
dadurch zu bestimmen, dass man als Zwischenschritt ,,auf alle Eventualititen
bedingt® und zunéchst die entsprechenden bedingten Wahrscheinlichkeiten
bestimmt.

Bsp 1.13: (Fahrmeir et al, S. 209)

Mannschaft gewinnt Viertelfinalspiel: wie grof3 ist die Chance, das Halbfinale
zu gewinnen und ins Finale einzuziehen?

Betrachte: Ereignis B = ,,Sieg im Halbfinale“

gesucht: P(B)
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Satz 1.14 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
Gegeben sei eine vollstindige Zerlegung Aq, As ..., Agx. Dann gilt fiir jedes
Ereignis B

k
P(B) =Y P(B|A;)- P(4)) (1.3.4)
j=1
Allgemeiner erlauben bedingte Wahrscheinlichkeiten die Modellierung kom-
plexer ,Experimente®, welche aus sukzessiven ,,Einzelexperimenten® beste-

hen, bei denen die Ergebnisse jeweils von den vorherigen Experimenten abhéngen
diirfen. (Dynamische stochastische Modelle)

Bem 1.15 Koppelung abhdingiger Experimente

Gegeben seien n Experimente, beschrieben durch die Grundrdume §2; =
{as,...,ay, } und die Wahrscheinlichkeiten P;,;i = 1,...,n. Bezeichnet man
fiir beliebigesi = 1,...,nund j = 1,..., k;, mit A;; jeweils das zu a;; gehorige
Elementarereignis (also das Ereignis . a;; tritt ein“), so gilt:

P (A, NAy, N N A ) = Pi(Ayy,) - Po(Agjy|Ay,) -

Py (Asjy | Avj, N Aggy) - oo Py (Anj [ Ay, N Aoy, NN Ay, ) (1.3.5)

Wieder werden héufig die Indizes bei P weggelassen.
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Arbeitet man mit mehreren abhéingigen Experimenten, so ist folgende Fol-
gerung aus Satz 1.14 oft hilfreich:

Korollar 1.16 zu Satz 1.14
Sei Ay, Ao, ..., Ai eine vollstandige Zerlegung. Dann gilt fiir beliebige Ereig-
nisse B und C' mit P(C) > 0

P(B|C) =Y P(B|(A;nC)) - P(A|C) (1.3.6)

Jj=1

Beweisidee: P(B|C') ist fiir festes C' als Funktion in B eine Wahrscheinlichkeit
(vgl Bem. 1.9 e)). Wende Satz 1.14 auf diese Wahrscheinlichkeit an.

Anwendungsbeispiele

e Komplexere Urnenmodelle ohne Zuriicklegen, Wahrscheinlichkeit im n-
ten Zug ist davon abhéingig, welche Kugeln vorher gezogen wurden.

e Sicherheitsstudie zu Kernkraftwerken
Wahrscheinlichkeit fiir komplexe Pfade praktisch nicht angebbar, aber
eben bedingte Einzelwahrscheinlichkeiten.

e Markovmodelle

Def 1.17 Markovmodelle

Gilt in der Situation von Bem 1.15 Q) = Qo = ... = Q,, = {a1,...,ax}
und sind alle bedingten Wahrscheinlichkeiten nur vom jeweils unmittelbar
vorhergehenden Zeitpunkt abhéngig, d.h. gilt

P(Ait1 i | Ay 0 Agjy N N Ay ) = P(Aiga i, [Aig) (1.3.7)

SO sprich’p. man von einem Markovmodell mit den Zustinden aq,. .., ax. Sind
die sog. Ubergangswahrscheinlichkeiten in (1.3.7) unabhéngig von der Zeit,
gilt also P(A;4+1,|Au) = pj fiir alle 4, 7,1, so heifit das Markovmodell homo-
gen.
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Typische Anwendungen:

o Gliicksspiel: P(A;41,;) mit A;1q; ,Spieler hat zum Zeitpunkt i + 1 Ka-
pitalbestand a;* héngt nur von dem Kapitalbestand zum Zeitpunkt 4
ab, also nur von A;q, ... A, nicht aber von fritheren Ereignissen.

e BWL: Konsumentscheidungen//Produktwahl
homogen /nicht homogen

e Suchtforschung: 2 ={abhéngig, clean}
hier Markovannahme sehr problematisch

e Demographie: Geburts- und Todesprozesse
e Epidemiologie
e Soziologie: z.B. Modelle sozialer Mobilitédt, Mobilitédt in Betrieben

« Rapoport (1980): Mathematische Methoden in der Sozialwissen-
schaft, Physika

* Bartholomew (19823): Stochastic Models for Social Processes, Wi-
ley

Beispiel 1.18: Soziale Mobilitéat
Wie entwickelt sich der soziale Status durch die Generationen?

e Markoveigenschaft bedeutet hier:

e Homogenitdt bedeutet hier:
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nach Bartholomew (19823, S. 18f.)
ménnliche Generationenfolge in Marion County, Indiana (1905 - 1912)

Sohne
aq a9 as
Viter

nicht handwerkliche
Tatigkeit ax 0.594 0.396 0.009
~ Dienstleistung
handwerkliche

Tatigkeit as 0.211 0.782 0.007
~ verarb. Gewerbe
landwirtschaftliche
Téatigkeit as 0.252 0.641 0.108
~ Land- u. Forstwirtschaft

e Die obige Matrix enthilt die (geschitzten) Ubergangswahrscheinlichkeiten
i-te Zeile, j-te Spalte: P (Ay;|Ayi)

Beispiel: Sohn , nicht handwerklich“ unter der Bedingung Vater ,land-
wirtschaftlich®

e Man sieht: fiir feste Ay, ist P(As;|Ay) als Funktion in Ay; eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, d.h. die jeweiligen Zeileneintrage summieren
sich (bis auf Rundungsfehler) zu 1.

e Inhaltliche Interpretation:

e Unter der Annahme, dass eine homogene Markov-Kette vorliegt, kann
man mit den Daten weitere Entwicklungen prognostizieren.
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e Mit Hilfe der Ubergangsmatrix allein kann man Fragen der Art beant-

worten:
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Enkel eines in der Land-
wirtschaft Téatigen eine Tétigkeit im nicht handwerklichen Sektor ausiiben

wird?

e Kennt man die Randverteilung, so kann man die weitere Verteilung auf
die Sektoren berechnen.
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e Man kann auch (mit weiterfithrenden Methoden) eine Gleichgewichts-
verteilung bestimmen.

e Kiritische Aspekte:

x Markoveigenschaft nicht unproblematisch:

x Zeitliche Homogenitdt nicht unproblematisch

1.3.5 Das Theorem von Bayes

Bei der Anwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten ist es hdufig von Inter-
esse, ,,Bedingung und Ereignis“ zu vertauschen.

Also: gegeben P(B|A), gesucht P(A|B)

Bsp 1.19: Diagnoseproblem (auch Anwendung in Expertensystemen )
Durchfiihrung eines Tests (im umgangssprachlichen Sinn), z.B Test auf Krank-
heit (auch: Beurteilung der Riickfallgefahr, Kreditwiirdigkeitspriifung,...)
Hier im medizinischen Kontext formuliert.

e Zu unterscheiden:

x Patient ist krank — Ereignis A
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x Testergebnis ist 'positiv’, d.h. der Test sagt, die Person sei krank
— Ereignis B

In der Praxis sind A und B nie identisch!
Ziel: moglichst geringe Fehlerwahrscheinlichkeiten

P(B|A) = 0.98 Sensitivitat: Kranker wird als krank eingestuft

P(B|A) =0.97 Spezifitit: Gesunder wird als gesund erkannt

Gegenlaufiger Zusammenhang: Steigerung der Sensitivitat geht auf Ko-
sten der Spezifitét.

Sensitivitdat und Spezifitédt sind gewdhnlich aus langjahriger Erfahrung
(und Zulassungsverfahren) bekannt.

Jetzt konkrete Beobachtung bei einem Patienten. Test zeigt 'krank’;
mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Person tatséchlich krank?

D.h. gesucht: P(A|B) aus P(B|A)
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Satz 1.20 Theorem von Bayes
Sei Ay, ... A eine vollsténdige Zerlegung von §2 (wobei P(4;) > 0, P(B|A;) > 0,
i=1,...kund P(B) > 0 erfiillt seien.) Dann gilt

P(B|A;j) - P(4))

P(4;1B) = =
> P(BlA) - P(4)

(1.3.9)

Bsp 1.21: Fortsetzung von Bsp 1.19
Sei P(A) =0.001

Vgl. etwa
(sehr kritisch): Diskussionsbeitrag der Landesirztekammer Baden-Wiirttemberg
zum Mammographie-Screening. http: //www.aerztekammer-bw.de /25 /ressourcen /screening. pdf

Bem 1.22: (Zum Theorem von Bayes)

a) ibliche Bezeichnung
P(A;): ,apriori Wahrscheinlichkeiten“ (Wsk vor der Beobachtung
des Testergebnisses, bei Krankheiten , Pravalenz®)

P(A;|B): ,a posteriori Wahrscheinlichkeiten* (Wsk nach der Be-
obachtung des Testergebnisses)

b) Im Prinzip liefert das Theorem von Bayes ein Schema fiir das proba-
bilistische Lernen aus Beobachtungen (,, Aufdatieren von Wahrschein-
lichkeiten*).
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Es dient als Grundlage der sog. Bayesianischen Inferenz, einer be-
stimmten Schule der statistischen Methodologie, die hier praktisch nicht
behandelt wird. Dabei geht es darum, aus Daten zu lernen, indem man
die subjektiven Wahrscheinlichkeiten P(A;) fir bestimmte Modellpa-
rameter mit Hilfe der Daten (B) aufdatiert.
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1.4 Zufallsvariable, Verteilungsfunktion, Dichte

1.4.1 Diskrete Zufallselemente und Zufallsvariablen
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Def und Bem 1.24

a) Gegeben seien ein diskreter, d.h. hochstens abzihlbarer, Ergebnisraum
2 und die Wahrscheinlichkeit P auf 2.
Jede Abbildung

X: Q0 — Qx
w — X(w)
heifit Zufallselement. Setzt man fiir jede Realisation x € Q2x
Px({z}) == P{X = a}) == P{w|X (w) = 2}), (1.4.1)

so erhilt man eine Wahrscheinlichkeit auf Qx. (Oft wird auch P(X =
x) statt P({X = x}) geschrieben.)
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b) Ist Qx = R, so bezeichnet man das Zufallselement X als Zufallsvariable.

(In der Literatur Zufallselemente relativ selten verwendet, gerade aber
in den Sozialwissenschaften oft nicht reelle Zahlen im Sinne einer me-
trischen Skala: Zufallselemente entsprechen nominal skalierten Merk-
malen.)

Bem und Bsp 1.25: Standardanwendung in der Statistik
Betrachtet werde die Situation von Beispiel 1.4 und 1.11 f.
Gegeben Grundgesamtheit € (hier: alle Wihler)

reine Zufallsauswahl:

Ergebnisraum ) = QxQx...x0

mit typischem Ergebnis w = (wy,ws,...,w,)
(hier: w; zufillig beim i-ten Zug gezogener Wéhler)

Merkmal X : Q — {SPD, CDU/CSU,...}

individuelle Wahlentscheidung jedes Wihlers w & ﬁ, X (©) von @ gewihlte
Partei.

Betrachtet werden die Ereignisse A;;: i-te gezogene Person hat Merkmals-
ausprigung a;, jetzt durch Zufallselement beschreibbar:
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Sei X; die , Auswertung des Merkmals X an der i-ten zufillig ausgewahlten
Person®, d.h. an w;, so ist X; ein Zufallselement.

Abb. X;: Q@ — Qx ={ay,...,ax}

w — X (w;)
A;; 188t sich dann schreiben als
{Xi = a;}
Es gilt also fiir jedes ¢ und j (vgl. auch (1.2.8))

Px,({a;}) = P{Xi=aq;})=P(Ay),
also P{X;=a;})=f; (1.4.2)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Zufallselements X; (Stichprobe!) spie-
gelt also genau die Haufigkeitsverteilung des Merkmals X (Grundgesamt-
heit!) wider.

Fasst man man die einzelnen X; zusammen, so bezeichnet man den Vektor
(X1, Xo, ..., X,) als i.i.d. Stichprobe oder reine Zufallsstichprobe des Merk-
mals X. Die Abkiirzung .7.d. steht fiir

e independently (die einzelnen Ziehungen sind stochastisch unabhéngig)

e identically distributed” (jedes X; besitzt dieselbe Wahrscheinlichkeits-
verteilung)

Nach dem Durchfiihren des Zufallsexperiments und der Auswertung von X
erhalt man die Realisationen z := Xj(w1), 22 := Xo(w2), ..., T, = Xp(wn),
also einen Vektor (xy,zs,...x,), der formal korrekt als Realisation oder
Stichprobenrealisation der i.i.d. Stichprobe (X, Xs,... X)) bezeichnet wer-
den wiirde, allgemein iiblich aber einfach auch als Stichprobe bezeichnet wird.

Man nimmt diese Stichprobe als Realisation der Stichprobe Xji,... X, und
versucht jetzt auf auf die Grundgesamtheit, genauer auf die fi,... f,, zu
schlieflen.

Koppelt man die einzelnen Zufallsexperimente, so kann man die sogenannte
gemeinsame Verteilung der Xy, Xs, ... X, berechnen.

PHXi = }n{Xo=x}Nn...0{X,, = x,})
= PH{Xi=m}) - P{Xo=a2}) ...- P{X, = x,})
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und damit, unter Verwendung von (1.4.2) fiir jede potentielle Stichprobe(nrealisation)
die Wahrscheinlichkeit, genau sie zu erhalten. (siehe auch Beispiel 1.12)
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1.4.2 Die Verteilungsfunktion

Betrachtet werde in diesem Abschnitt eine Zufallsvariable X, also ein Zu-

fallselement mit reellwertigen Realisationen.

Bsp. 1.26:
Sei X die Zufallsvariable Anzahl der Haushaltsmitglieder mit der Verteilung
P({X=1})=0.4
P({X=2})=0.3
P({X=3})=0.2
P({X=4})=0.1
(Annahme: Nur bis zu 4-Personen-Haushalte).
Man berechne die Wahrscheinlichkeit, bei reiner Zufallsauswahl vom Umfang
1 einen Mehrpersonenhaushalt zu erhalten und die Wahrscheinlichkeit des

Ereignisses ,,Die Zahl der Haushaltsmitglieder ist gerade®.
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Bem 1.27: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariable X kann
man durch die Verteilungsfunktion

F(z) = P(X <«x) (1.4.3)

eineindeutig erkléren.

Die Wahrscheinlichkeit anderer Ereignisse ergibt sich aus dem (geeignet ver-
allgemeinerten) dritten Kolmogorovschen Axiom.

Es gilt dann

Pla< X <b) = F(b) — F(a), (1.4.4)

denn (kleine Ubung zum Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten)

Bsp 1.28: Fortsetzung von Bsp 1.26

P({X=1})=0.4
P({X=2})=0.3
P({X=31)=0.2
P({X=41)=0.1

Berechne die Verteilungsfunktion und zeichne sie.
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Man sieht generell:
P(X = ) ist genau die Sprunghéhe der Verteilungsfunktion im Punkt z.

Bsp 1.29: Fortsetzung von Bsp 1.26

Berechne: P(2.5 < X < 3.5)
P(l1 <X <3)
P(1<X<3)
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1.4.3 Stetige Zufallsvariablen

Zufallsvariable X : Q — Qx =1R
Jetzt: Q und Qx iiberabzahlbar

Vorstellung (vgl. oben): Auswertung eines stetigen Merkmals X an zufillig
ausgewdhlter Person aus einer unendlich groflen Grundgesamtheit.
Problem: Wahrscheinlichkeit, genau einen bestimmten Wert z

(z.B. Haushaltseinkommen=179385.17) zu erhalten
ist Null!

(stetiges Merkmal, beliebig grofe Messgenauigkeit)

Px({z}) =0 fir jedes z € R (1.4.5)

Hierdurch ist kein Wahrscheinlichkeitsmaf festlegbar, man muss anders vor-
gehen.

Idee: Verteilungsfunktion betrachten, d.h. P({X < x}) spezifizieren.
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In der Tat ist - unter gewissen Regularitéitsbedingungen - Bem 1.27 nach wie
vor giiltig:

e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist durch die Verteilungsfunktion
F(z)=P(X <2

eindeutig festgelegt;

fiir andere Ereignisse ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsbewertung iiber
das dritte Kolmogorovsche Axiom (bzw. einer Verallgemeinerung davon
fiir abzdahlbar viele Ereignisse).

Insbesondere:

Die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen ist stetig
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Typische Verteilungsfunktion

A

1<V

etwa: Arbeitslosigkeitsdauer

Flz) = 1— expl(—Az)

>
=

Die Kurve ist unterschiedlich steil; sie hat zwar in keinem Punkt eine Sprung-
stelle (P(X = x) = 0), aber in jedem kleinen Intervall um x ist:

Plx—h<X<xz+h)=Fx+h)—F(x—h)
durchaus unterschiedlich. Die ,,Steilheit*

hmF(x—l—h)—F(x—h)
h—0 h

enthélt also wesentliche Information iiber P = Ableitung betrachten!

Def 1.30 Gegeben sei eine stetige Zufallsvariable X mit differenzierbarer Ver-
teilungsfunktion Fy(x).
Dann heifit die Ableitung von F'(x) nach x, also

_ dF(x)

fa) ==

Dichte der Zufallsvariablen X.

(1.4.7)

Umkehrung der Differentiation: Integration:

Satz 1.31 Es gilt dann in der Situation von Def 1.30
Fla) = / f(u) du (1.4.8)

und damit fiir beliebige reelle Zahlen a und b mit a < b

Pla<X<b) = Pla<X<b=Pla<X<b)
b

= Pla<X<b)= /f(x) d. (1.4.9)

a
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Bsp 1.32
Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion

0 x <0
Flx) = {52 x€[0,40]
1 x> 40

Bestimmen Sie die Dichte f(x) von X, skizzieren Sie f(z) und interpretieren
Sie f(x) anschaulich!

Bei der Modellbildung geht man auch héufig umgekehrt vor:
Gib Dichte an, damit Verteilungsfunktion (fast) eindeutig bestimmt!
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Jede Funktion f auf IR mit f(x) > 0 fiir alle  und

/Zf(x)daﬁzl

kann als Dichte verwendet werden. Man erhélt die Verteilungsfunktion geméaf
Satz 1.31 durch

Fa) = [ OO () du

und das Wahrscheinlichkeitsmafl P iiber
b
Pla < X <) :/ f(z)dx.

Bsp 1.33
Gegeben sei die Funktion

L) = {c-x z € 0,1]

0 sonst,

abhéngig von einem Parameter c.
a) Wie ist ¢ zu wéahlen, dass f. eine Dichte ist?

b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion und P(X € [, 3])!
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1.4.4 Lebensdauern; Hazardrate und Survivorfunktion
moderner Zweig vieler empirischer Untersuchungen: Lebensdaueranalyse, Fr-

eignisanalyse — Lehrempfehlung der DGS

Hier nur kurz. Weiterfithrend:

e Rohwer und Potter (2001): Grundziige der sozialen Statistik, Teil TII.
Juventa, Soziologische Grundlagentexte.

e Blossfeld, Hamerle, Mayer (1986): Ereignisanalyse: statistische Theo-
rie und Anwendungen in den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften.
Campus.

e Diekmann und Mitter (1984): Methoden zur Analyse von Zeitverliufen.
Teubner.

e Blossfeld und Rohwer (1995): Techniques of Event History Modelling.
Erlbaur.
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Betrachtet wird die Zufallsgréfe ,,Zeit bis zu einem Ereignis®: Tod, Riickkehr
aus Arbeitslosigkeit, Konkurs

Bem 1.34 Die Verteilung einer nicht negativen stetigen Zufallsvariable X wird
auch eineindeutig durch die sog. Uberlebensfunktion (Survivorfunktion)

S(x):=P(X>z)=1—-F(x) (1.4.10)

und durch die Hazardrate

Plx <X <z+hX >z)

Az) = }lg% - (1.4.11)
beschrieben.
Es gilt:

S(z) = exp(—//\(u)du) (1.4.12)

also

F(z)=1- exp(—/)\(u)du) (1.4.13)

fz) = Azx) - S(x) (1.4.14)
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Funktionen im Weibull-Modell // Ma stab auf Ordinate nicht einheitlich

Hazardraten im Weibull-Modell
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Survivorfunktionen im Weibull-Modell

Verteilungsfunktionen im Weibull-Modell
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1.4.5 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Def 1.35 Zwei Zufallsvariablen X und Y mit den Verteilungsfunktionen F'y
und Fy heiflen stochastisch unabhdingig, falls fiir alle x und y gilt

PIX <zjn{Y <y}) =P{X <a}) - PUY <y}) = Fx(z) - Fy(y),

widrigenfalls stochastisch abhingig.
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1.5 Erwartungswert und Varianz

Literatur: z.B. Fahrmeir et al., 2004, Kap 5.2, 6.2

Ziel: Charakterisiere Verteilungen von Zufallsvariablen durch Kenngréfen,
insbesondere

i) ,durchschnittlicher Wert“ — Erwartungswert (Lage), z.B.

e  mittleres* Einkommen
e _durchschnittliche” Kérpergrofie

e fairer Preis eines Spiels

ii) Streuung (Dispersion)

z.B. wie stark schwankt das Einkommen, die Korpergrofie etc.

1.5.1 Diskrete Zufallsvariablen

Def 1.34 Gegeben sei eine diskrete Zufallsvariable X mit der Wahrscheinlich-
keitsverteilung P.
Die Menge

X :={x e R|P({z}) > 0}

heifit Trdager von X.

Def 1.35 Gegeben sei eine diskrete Zufallsvariable X mit Trager X. Dann
heif3t

EX :=E(X):=) z-P(X =) (1.5.1)

zeX

Erwartungswert von X,

VarX = Var(X) = V(X) = E(X-E(X))?) = Z(w—E(X))Q-P(X =1)

Varianz von X und
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Standardabweichung von X.

Anmerkungen:

a) Die Varianz gibt die mittlere quadratische Abweichung vom FErwar-
tungswert an. Durch das Quadrieren werden Abweichungen nach unten
(negative Werte) auch positiv gezihlt.

b) Damit Erwartungswert und Varianz sinnvoll interpretiert werden kénnen,
muss eine metrische Skala zugrundeliegen. Dies sei im Folgenden bei
der Verwendung des Begriffs Zufallsvariable (im Unterschied zu Zu-
fallselement) stets implizit unterstellt.

¢) Zur Berechnung der Varianz ist meistens der sogenannte Verschiebungssatz
sehr praktisch:

VarX = E(X?) — (EX)? (1.5.3)

Bsp. 1.36: Fortsetzung von Bsp. 1.26 und 1.28

P{X=1}) = 04

PH{X=2}) = 03 Berechne Erwartungswert
P({X =3}) 0.2 und Varianz von X !
P{X =4}) = 0.1
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Bem. 1.37 (Zur Interpretation)

a) Man kann zeigen (— Gesetz der grofien Zahl, Kap. 1.7): EX ist

69



b) Im Kontext von Beispiel 1.25:
Grundgesamtheit SNZ, Merkmal X
X; Auswertung von X an der i-ten durch reine Zufallsauswahl gewon-
nenen Einheit w;
Jetzt:
Sei Ty, Ta, ..., Ty die Urliste von X :
u := 7 das arithmetische Mittel und

o? := 52 die empirische Varianz, dann folgt aus (1.4.2) fiir jedes i

(In induktiver Statistik {iblich: unbekannte KenngroBen der Grundge-
samtheit (Parameter) mit griechischen Buchstaben zu bezeichnen)
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1.5.2 Stetige Zufallsvariablen

Def 1.38 Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f(x). Dann heift

o0

EX =E(X) := /ajf(a:’) dx (1.5.4)
Erwartungswert von X, h
VarX :=Var(X) = V(X) = E(X-E(X))* = ]o(x—E(X))Q-f(x) dx
Varianz von X und h
ox .= VvVVarX

Standardabweichung von X.

Anmerkungen:

a) Der Verschiebungssatz (vgl. (1.5.3)) gilt nach wie vor.

b) Es gibt Verteilungen, bei denen der Erwartungswert und damit auch
die Varianz nicht existiert.

c¢) Allgemein bezeichnet man E X* als k-tes Moment.

1.5.3 Allgemeine Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz

Satz 1.39 Seien X und Y diskrete oder stetige Zufallsvariablen (mit existie-
rendem Erwartungswerten und Varianzen). Dann gilt:

a) E(aX+0bY) = a-EX)+b-E(Y) (1.5.6)
Insb. E(a) = a
und E(aX) = a-E(X)

und E(X +Y) = E(X)+E(®Y)
b) Var(aX +b) = a* - VarX (1.5.7)

c) sind X und Y unabhingig, so gilt
E(X-Y) = E(X)-E(Y) (1.5.8)
Var(X+Y) = Var(X)+Var(y) (1.5.9)
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Vorsicht:

e Erwartungswert immer additiv aufspaltbar, Varianz nur bei Unabhéngigkeit!

o LA E(g(X)) # g(E(X)); 2.B. E (%) £ ﬁ und E(X?) # (EX)?

Def und Bem 1.40 Die Zufallsvariable

_ X —EX)
B Var(X)

Z (1.5.10)

heiBt standardisierte Zufallsvariable; es gilt E(Z) = 0 und Var(Z) = 1.
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1.6 Wichtige Verteilungsmodelle
Literatur: Fahrmeir et. al., 2004, 5.3, 6.3.1
Hier nur Binomial- und Normalverteilung. Einige weitere Verteilungsmodelle

direkt dort, wo sie benotigt werden. (Fiir weitere Modelle sei auf die Literatur
verwiesen.)

1.6.1 Binomialverteilung

Def 1.41 Seien n und k natiirliche Zahlen oder 0.

i) nl=n-(n—-1)-(n—2)-...-2-1 (1.6.1)
ol:=1
n! bezeichnet man als ,n Fakultdt.*

|
ii) (Z) = k'(nn——k:)' heiit Binomialkoeffizient.

Anmerkungen:

i) n! gibt die Anzahl aller méglichen Anordnungen von n verschiedenen
Elementen an.

Z ist die Anzahl aller k-elementigen Auswahlen aus n ohne Beriicksichtigung
der Ziehungsreihenfolge.

49
z.B. beim Lotto gibt es (6) verschiedene Ergebnisse (ohne Zusatz-

und Superzahl).

ii) Bei der konkreten Berechnung von Binomialkoeffizienten empfiehlt es
sich haufig, ,, vorher zu kiirzen*:
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Bem

1.42 Das Grundmodell der Binomialverteilung

n unabhéngige Wiederholungen eines Experiments, bei dem ein Ereig-
nis A mit Wahrscheinlichkeit 7 eintritt.

Betrachtet wird die Zufallsvariable X, die die Anzahl der Versuche
zahlt, bei denen A eintritt.

hiufig A: ,, Treffer, dann X: Anzahl der , Treffer.

Es gilt fiir alle x € {0,1,...,n}

T

P(X =z) = ( " ) (1 — ) (1.6.2)
(und P(X = x) = 0 fur alle anderen x)

X heiBt binomialverteilt; das Wahrscheinlichkeitsma$l aus (1.6.2) heifit
Binomialverteilung. Abkiirzung: X ~ B(n, )

Es gilt fiir binomialverteiltes X

e EX=n-7 (1.6.3)
o VarX=n-m-(1—7m) (1.6.4)

Beispiel 1.43
Risikobereite Slalomfahrer stiirzen mit Wahrscheinlichkeit 10%, vorsichtigere
mit 2%.

a)

b)

Wie grof sind jeweils die Wahrscheinlichkeiten, dass von je 20 Fahrern
mindestens einer stiirzt?

Vergleichen Sie die jeweils durchschnittlich zu erwartende Anzahl von
Stiirzen von je 100 Rennlédufern!
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kleiner Exkurs: Zur Problematik der Argumentation mittels ,,natiirlicher Haufigkeiten*,
wie sie Gigerenzer erfolgreich empfohlen hat. Man wiirde demgeméafi die
Wahrscheinlichkeit 7,=0,1 kommunizieren als ,von 100 Rennléufern stiirzen

10 «.

Diese Interpretation lduft Gefahr, die betréichtliche Variabilitéit zu verschlei-

ern. In der Tat ist hier die Wahrscheinlichkeit, dass genau 10 von 100 Laufern

stiirzen,

1
P(X =10) = (1000

= 0.13,

) 20.1%0.0.9% =

also lediglich etwa 13%.

Bem 1.44 Zwei weitere Eigenschaften der Binomialverteilung:

e Symmetrieeigenschaft:
(Vertausche Rolle von Treffer und Nichttreffer)

e Summeneigenschaft:

Bem 1.45 Tabellierung der Binomialverteilung
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